
Signaux aléatoires
Propriétés spectrales des signaux aléatoires

Simon Leglaive

CentraleSupélec

1 / 31



Dans les épisodes précédents…

Un processus aléatoire est une collection de variables aléatoires indexées par le temps. C’est une

fonction de deux variables : l’aléa et le temps.

Un processus aléatoire est complètement décrit par sa loi temporelle, et partiellement décrit par

ses propriétés au second ordre.

Un processus peut être stationnaire (au sens strict ou au sens large), ce qui simplifie
grandement sa description statistique et son traitement.

La propriété d’ergodicité ajoutée à celle de stationnarité permet de remplacer les moyennes

statistiques par des moyennes temporelles.
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Au programme

Dans le cas déterministe, la transformée de Fourier nous permet de représenter un signal dans le
domaine fréquentiel afin d’étudier ses propriétés spectrales.

Comment faire de même pour un signal aléatoire ?
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Rappels : Transformée de Fourier à temps discret (TFTD)

Soit  un signal déterministe défini sur  de module sommable, c’est-à-dire tel quex(t) ∈ R t ∈ Z

∑
t∈Z

|x(t)| < ∞.
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La TFTD de  est définie par

où  est appelée la fréquence réduite (ou normalisée) et .

Par définition, la TFTD est périodique de période 1 :

On limite donc sa représentation à l’intervalle  ou .

La TFTD inverse est définie par :

x(t)

x̂(ν) = ∑
t∈Z

x(t)e−ı2πνt,

ν ı = √−1

x̂(ν + 1) = ∑
t∈Z

x(t)e−ı2π(ν+1)t = ∑
t∈Z

x(t)e−ı2πνt
e

−ı2πt = ∑
t∈Z

x(t)e−ı2πνt = x̂(ν).

ν ∈ [−0.5, 0.5[ ν ∈ [0, 1[

x(t) = ∫
1/2

−1/2

x̂(ν)e+ı2πνt
dν.
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Rappels : Propriétés de la TFTD

Propriété Domaine temporel Domaine spectral

Linéarité

Décalage

temporel

Décalage

fréquentiel

Convolution

Symétrie
hermitienne

ax(t) + by(t) ax̂(ν) + bŷ(ν)

x(t − t0) x̂(ν)e−ı2πνt0

x(t)eı2πν0t x̂(ν − ν0)

[x ⋆ y](t) = ∑k∈Z x(k)y(t − k) x̂(ν)ŷ(ν)

x(t) ∈ R x̂(ν) = x̂∗(1 − ν)
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La TFTD d’un signal aléatoire ?

La TFTD d’un signal aléatoire n’est en général pas définie.

Exemple :

Soit  un signal aléatoire stationnaire défini par  où  est une

constante et  un bruit blanc gaussien de variance .

Il est évident que ce signal n’est pas de module sommable, la constante  seule suffit à
faire diverger la somme.

On va donc plutôt chercher à travailler avec des quantités moyennes (i.e., en espérance) pour

étudier les propriétés spectrales d’un processus aléatoire.

{X(t)}t∈Z X(t) = C + B(t) C

B(t) σ
2

C
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Théorème de Wiener-Khinchin et densité spectrale de puissance

Soit  un processus aléatoire stationnaire au sens large (SSL) de moyenne  et fonction

d’autocovariance  absolument sommable.

Le théorème de Wiener-Khinchin énonce que la densité spectrale de puissance (DSP) du

processus est égale à la TFTD de sa fonction d’autocovariance :

La fonction d’autocovariance est donc donnée par le TFTD inverse de la DSP :

On peut montrer que  pour tout  (voir exercice de TD).

{X(t)}t mX

RXX(k)

SXX(ν) = ∑
k∈Z

RXX(k)e−ı2πνk, ν ∈ [−0.5, 0.5].

RXX(k) = ∫
1/2

−1/2

SXX(ν)e+ı2πνk
dν.

SXX(ν) ≥ 0 ν

8 / 31



Existence de la DSP ?

La DSP telle qu’introduite dans le slide précédent n’est définie que si la fonction

d’autocovariance est absolument sommable, mais si ce n’est pas le cas ?

Il existe une notion plus générale pour caractériser la distribution de la puissance d’un signal

aléatoire en fréquence, appelée mesure spectrale de puissance

C’est assez technique, car cela fait appel à la théorie de la mesure que nous n’avons pas étudiée

(voir par exemple le ).

Nous allons donc essayer de voir tout cela assez simplement.

Pour un traitement plus rigoureux, voir par exemple

la section VI.2 du polycopié 
 de Jérôme Idier et al.

la section 3.3 du polycopié  de Céline

Lévy-Leduc et al.

polycopié de J.-C. Breton sur l’intégrale de Lebsegue

Traitement numérique du signal. Première partie : Bases
mathématiques

Analyse des Séries Temporelles et Applications
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https://perso.univ-rennes1.fr/stephane.leborgne/Cours-JCB.pdf
https://pagesperso.ls2n.fr/~idier-j/teach/poly1.pdf
https://pagesperso.ls2n.fr/~idier-j/teach/poly1.pdf
https://perso.telecom-paristech.fr/rioul/liesse/2019liesse3/FR-poly.pdf


Théorème d’Herglotz

Le point de départ concerne les « bonnes propriétés » de la fonction d’autocovariance d’un

processus SSL.

Comme vu dans les cours précédents, celle-ci est à symétrie hermitienne et semi-définie

positive.

Le théorème d’Herglotz (qu’on admet) nous dit alors qu’il existe une unique représentation

spectrale de la fonction d’autocovariance.
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Mesure spectrale de puissance

Cette représentation spectrale prend la forme d’une mesure positive  définie sur

, appelée mesure spectrale de puissance et telle que :

Cette mesure existe toujours, elle peut être continue ou discrète, et elle encode la distribution

de la puissance du processus en fonction de la fréquence.

Dans l’expression précédente, nous avons affaire à une intégrale de Lebesgue par rapport à la mesure . Contrairement à l’intégrale de Riemann,

l’intégrale de Lebesgue permet d’intégrer par rapport à une mesure quelconque, pas nécessairement absolument continue par rapport à la mesure

de Lebesgue, i.e., on ne peut pas forcément écrire  pour une certaine fonction mesurable  .

μ ≥ 0
ν ∈ [−0.5, 0.5[

RXX(k) = ∫
0.5

−0.5

e+ı2πνkdμ(ν).

μ

dμ(ν) = ϕ(ν)dν ϕ
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La mesure spectrale  permet de quantifier la puissance contenue dans une bande de

fréquences  donnée :

Cette expression représente l’intégrale de la fonction constante  par rapport à la mesure  sur

l’intervalle considéré.

μ

[ν1, ν2]

μ([ν1, ν2]) = ∫
ν2

ν1

dμ(ν).

1 μ
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Mesure spectrale discrète

Certains signaux aléatoires contiennent des composantes périodiques ou constantes.

Leur puissance n’est pas répartie sur tout le spectre, mais concentrée à certaines fréquences : la

mesure spectrale est discrète.

On parle alors de raies spectrales : des pics de puissance dans le domaine fréquentiel.

On va utiliser la  pour représenter une concentration infiniment fine de

puissance à une certaine fréquence.

mesure de Dirac

13 / 31

https://en.wikipedia.org/wiki/Dirac_measure#:~:text=The%20Dirac%20measure%20is%20a,of%20probability%20measures%20on%20X.


Mesure de Dirac

Soit  la mesure de Dirac définie sur un espace mesurable  (par exemple  muni de la

tribu borélienne) et centrée en . Pour tout ensemble mesurable , on a :

Autrement dit, l’intégrale de la fonction constante  sur  par rapport à la mesure ​ donne

simplement l’indication de la présence ou non du point  dans .

Donc en particulier, si , on a .

Et pour toute fonction mesurable , on a : .

La mesure de Dirac permet de « sélectionner » la valeur d’une fonction au point où la mesure est

centrée.

δx0 (E,A) R

x0 ∈ E A ∈ A

δx0
(A) = ∫

A

dδx0
= {

1 si x0 ∈ A

0 si x0 ∉ A

1 A δx0

x0 A

A = R ∫
R

dδx0
= 1

f : E → R ∫
E

f(y)dδx0
(y) = f(x0)
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La mesure de Dirac pour modéliser une raie spectrale

On utilise la mesure de Dirac  pour représenter une concentration infiniment fine de

puissance à la fréquence .

Par exemple, pour  avec  et , la mesure

spectrale est donnée par (voir exercice TD) :

On en déduit la puissance totale du signal dans la bande de fréquence  :

On utilise parfois les notations  ou  ou .

δν0
(ν)

ν0

X(t) = A cos(2πν0t + ϕ) ν0 ∈ [0, 0.5[ ϕ ∼ U([0, 2π])

μ(ν) =
A2

4
[δν0

(ν) + δ−ν0
(ν)].

[−0.5, 0.5[

μ([−0.5, 0.5[) = ∫
0.5

−0.5

dμ(ν) =
A2

4
∫

0.5

−0.5

dδν0
(ν) +

A2

4
∫

0.5

−0.5

dδ−ν0
(ν) =

A2

2
.

dδν0(ν) = δν0(dν) dδν0(ν) = δν0(ν)dν dδν0(ν) = δ(ν − ν0)dν
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Mesure spectrale continue

La densité spectrale de puissance correspond au cas particulier où la mesure spectrale  est

absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue , i.e.

On pourra alors utiliser la DSP pour quantifier la puissance (en moyenne statistique) du signal

dans une bande de fréquence :

En résumé : Le théorème d’Herglotz garantit que toute fonction d’autocovariance semi-définie

positive admet une représentation spectrale sous forme de mesure, même si elle n’est pas

absolument sommable. Quand elle est sommable, la DSP existe et on aboutit alors au théorème

de Wiener-Khinchin.

μ

dν

dμ(ν) = SXX(ν)dν.

μ([ν1, ν2]) = ∫
ν2

ν1

dμ(ν) = ∫
ν2

ν1

SXX(ν)dν.
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Exemple du bruit blanc

Soit .

On peut montrer que (voir exercice TD) :

où  est le symbole de Kronecker qui vaut  si ,  sinon.

Le processus est donc SSL, et comme sa fonction d’autocovariance est absolument sommable le

théorème de Wiener-Khinchin s’applique.

On peut montrer que (voir exercice TD) :

Vous comprenez désormais pourquoi un bruit blanc s’appelle ainsi, n’est-ce pas ?

{X(t)}t ∼ BB(0, σ2)

RXX(k) = E[X(t)X(t + k)] = σ
2
δ(k),

δ(k) 1 k = 0 0

SXX(ν) = ∑
k∈Z

RXX(k)e
−ı2πνk = σ

2
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Résumé

Type de signal Mesure spectrale Exemple Représentation
fréquentielle

Périodique ou

constant

Discrète (masses de

Dirac)

Cosinus avec phase

aléatoire

Raies spectrales (pics

isolés)

Aléatoire non

périodique

Continue (densité

spectrale)

Bruit blanc Spectre lisse (continu)

La mesure spectrale peut combiner une partie discrète (raies) et une partie continue. (voir exercice TD)
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Comprendre intuitivement la notion de DSP

Essayons de comprendre la DSP d’une autre façon, complémentaire à la précédente.

Puisque la TFTD d’un processus SSL  n’est pas définie, on va tronquer la somme à un

intervalle de temps , , et on fera tendre  vers l’infini.

On définit donc  comme le spectre de puissance du processus observé sur l’intervalle de

temps , et normalisé par  :

{X(t)}t∈Z

[−T , T ] T ≥ 1 T

ŜT (ν)
[−T , T ] 2T + 1

ŜT (ν) =
1

2T + 1

T

∑
t=−T

X(t)e
−ı2πνt

2

≥ 0.∣ ∣ 19 / 31



On moyenne statistiquement cette quantité, en prenant son espérance (voir exercice TD) :

avec  la fonction indicatrice.

On obtient finalement grâce au théorème de convergence dominée :

Et on en déduit que la DSP est toujours positive.

E[ŜT (ν)] =
1

2T + 1

T

∑
t=−T

T

∑
k=−T

RXX(t − k)e−ı2πν(t−k)

= ∑
p∈Z

RXX(p)e−ı2πνp (1 −
|p|

2T + 1
)𝟙{|p| ≤ 2T},

𝟙{⋅}

lim
T→+∞

E[ŜT (ν)] = SXX(ν).
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On peut donc comprendre la DSP comme la moyenne statistique du spectre de puissance

(normalisé) d’un processus SSL observé sur un intervalle de temps 

avec  qui tend vers l’infini.

[−T ,T ]
T
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Densité inter-spectrale de puissance

Pour deux processus SSL  et  possédant une DSP, on définit la densité inter-

spectrale de puissance par :

où  est la fonction d’intercovariance.

Contrairement à la DSP (toujours réelle et positive), la densité inter-spectrale peut avoir une partie

imaginaire non nulle.

{X(t)}t∈Z {Y (t)}t∈Z

SXY (ν) = ∑
k∈Z

RXY (k)e
−ı2πνk,

RXY (k) = E[X(t + k)Y
∗(t)]
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Stationnarité et décorrélation des coefficients de la TFTD

Une conséquence fondamentale de la stationnarité (au sens large) est que les coefficients de TFTD du

signal tronqué sont asymptotiquement décorrélés pour des fréquences distinctes.

Montrons ce résultat :

Soit  un processus SSL supposé centré.

On définit les coefficients de la TFTD du signal tronqué sur  :

{X(t)}t∈Z

[−T , T ]

X̂T (ν) =
T

∑
t=−T

X(t)e
−ı2πνt.
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Corrélation des coefficients de le TFTD

On s’intéresse à la covariance entre deux coefficients à des fréquences  et  :

où

 ;

 est le , avec .

ν1 ν2

E[X̂T (ν1)X̂
∗
T (ν2)] =

T

∑
t=−T

T

∑
s=−T

E[X(t)X(s)∗]e−ı2πν1t
e

ı2πν2s

=
T

∑
t=−T

2T

∑
k=−2T

RXX(k)e
−ı2πν1t

e
ı2πν2(t−k) (k = t − s ∈ [−2T , 2T ])

= DT (Δν)
2T

∑
k=−2T

RXX(k)e
−ı2πν2k

RXX(k) = E[X(t)X(t − k)∗]

DT (Δν) =
T

∑
t=−T

e
−ı2πΔνt noyau de Dirichlet Δν = ν1 − ν2
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https://en.wikipedia.org/wiki/Dirichlet_kernel


Noyau de Dirichlet

Le noyau de Dirichlet, aussi appelé fonction sinus cardinal périodique,

peut se développer de la façon suivante :

C’est une fonction 1-périodique, on peut donc restreindre son

intervalle d’étude à .

Il atteint son maximum égal à  pour  (donc en

particulier ).

Il s’annule en  pour .

Source: .  et .

DT (Δν) =
T

∑
t=−T

e
−ı2πΔνt =

⎧⎪⎨⎪⎩ sin(π(2T + 1)Δν)

sin(πΔν)
si Δν ∉ Z

2T + 1 si Δν ∈ Z.

Δν ∈ [−0.5, 0.5[

2T + 1 Δν ∈ Z

Δν = 0

Δν = k × 2
2T+1 k ∈ Z

∗

Wikipedia L = 0.5 n = T
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Interprétation asymptotique

Etudions finalement la limite quand  de

Lorsque  :

Si , alors  et le noyau de Dirichlet tend vers 0.1

Les coefficients de la TFTD tronquée sont donc asymptotiquement décorrélés pour des

fréquences distinctes.

1. Ce n’est pas évident à montrer, mais on l’admet assez bien à partir du slide précédent en observant que le numérateur oscille de plus en plus

vite quand  croît, donc le nombre de zéros de la fonction aussi. L’énergie du noyau se concentre en 0.

T → +∞

E[X̂T (ν1)X̂
∗
T (ν2)] = DT (Δν)

2T

∑
k=−2T

RXX(k)e
−ı2πν2k.

T → ∞

ν1 ≠ ν2 Δν ≠ 0

lim
T→+∞

E[X̂T (ν1)X̂
∗
T (ν2)] = 0.

T
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Si , alors  et  :

En divisant par  et en passant à la limite on obtient :

La variance (normalisée) des coefficients de la TFTD tronquée est asymptotiquement égale à la

DSP.

En effet,  est une somme de  variables aléatoires donc sa variance croît linéairement avec . En divisant par la durée d’observation

, on obtient une densité de puissance, qui tend vers la DSP.

ν1 = ν2 = ν Δν = 0 DT (0) = 2T + 1

E[X̂T (ν1)X̂
∗
T

(ν2)] = E[|X̂T (ν)|2] = (2T + 1)
2T

∑
k=−2T

RXX(k)e
−ı2πνk

2T + 1

lim
T→+∞

1

2T + 1
E[|X̂T (ν)|2] = ∑

k∈Z

RXX(k)e
−ı2πνk = SXX(ν).

X̂T (ν) 2T + 1 T

2T + 1
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Ce résultat est à la base d’un très grand nombres de modèles et algorithmes en traitement du signal,

notamment audio.

Liutkus, A., Badeau, R., & Richard, G. (2011). Gaussian processes for underdetermined source separation. IEEE Transactions on Signal Processing, 59(7), 3155-3167.
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Lay, B., Makarov, R., & Gerkmann, T. (2025). Diffusion Buffer: Online Diffusion-based Speech Enhancement with Sub-Second Latency. Interspeech. 29 / 31



Remarque 1/2

Noyau de Dirichlet et mesure de Dirac

On peut interpréter le noyau de Dirichlet comme une approximation de la mesure de Dirac : il

concentre de plus en plus d’énergie autour de 0 quand  augmente, tout en conservant une aire

constante égale à 1.

Pour toute fonction mesurable , on a :

Cette convergence est dite faible au sens de la théorie de la mesure.

A. Zygmund, Trigonometric Series, Cambridge University Press, 1988.

T

ϕ : [−0.5, 0.5] → R

lim
T→∞

∫
0.5

−0.5

ϕ(ν)DT (ν − ν0) dν = ϕ(ν0)
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Remarque 2/2

TFTD d’une exponentielle complexe et mesure de Dirac

La TFTD de l’exponentielle complexe  ne converge pas au sens classique, car

 n’est pas sommable.

En revanche, la TFTD de ce signal définit une mesure spectrale égale à la mesure de Dirac 

En effet :

« = » signifie ici que la convergence se fait au sens des mesures :

La somme infinie agit comme une mesure ponctuelle qui sélectionne la valeur de  en 

X(t) = e−ı2πν0t

X(t)

δν0
(ν)

TFTD[e−ı2πν0t](ν) = ∑
t∈Z

e−ı2π(ν−ν0)t = lim
T→∞

DT (ν − ν0) « = » δν0(ν).

lim
T→∞

∫
0.5

−0.5

ϕ(ν)ST (ν − ν0)dν = ∫
0.5

−0.5

ϕ(ν)dδν0
(ν) = ϕ(ν0).

ϕ ν0
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